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RESUMO: Este trabalho trata da modelagem matematica do crescimento
populacional do municipio de Santa Rosa — RS. O objetivo é descrever a
sequéncia de passos utilizados na formulacdo matemética do modelo
Malthusiano continuo do crescimento populacional e verificar sua validade
mediante simulacdes computacionais. Os parametros utilizados no modelo
matematico foram determinados através de censos demogréficos divulgados
pelo IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica) e foram considerados
constantes. Para validacdo do modelo comparou-se os resultados obtidos nas
simulacdes computacionais com dados empiricos, realizando ajustes na taxa
de crescimento populacional a fim de aprimorar a curva resultante. Por fim
solucionou-se o problema inicial aplicando o modelo obtido. Desse modo
aprofundaram-se os conhecimentos em relacdo as etapas fundamentais da
modelagem matematica de problemas reais, assim como sobre a simulacdo
computacional de modelos, conceitos esses vistos no componente curricular de
Modelagem Matemética | do curso de Mestrado em Modelagem Matematica da
UNIJUI.

Palavras Chaves: Crescimento Populacional, Modelagem Matemaética,
Simulacdo Computacional.

1 INTRODUCAO

A Modelagem Mateméatica tem sido muito utilizada no meio cientifico e
académico. Por meio dela é possivel encontrar solucbes para diversos
problemas reais e assim realizar previsdbes nos diferentes campos do
conhecimento.

Quando se fala em modelagem matematica, é possivel toma-la tanto
como estratégia de ensino e de aprendizagem, como um método cientifico de
pesquisa muito eficaz.

No ensino, a Modelagem Matematica vem ocupando um espaco de
grande prestigio, pois desenvolve um trabalho interdisciplinar, auxiliando no
desenvolvimento dos conceitos especificos da matematica, de modo que o
educando perceba as suas diversas aplicabilidades no mundo real.

Um dos autores mais renomados nessa area € Bassanezi, o qual é
referéncia base para o desenvolvimento desse trabalho. Em suas obras ele
situa e esclarece as etapas de uma boa modelagem matematica, tanto na area
da educacéo como no meio cientifico.
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Segundo Bassanezi (2004, p.16) “A modelagem matematica consiste na
arte de transformar problemas da realidade em problemas matematicos e
resolvé-los interpretando suas solugdes na linguagem do mundo real”.
Biembengut e Hein (2003) ressaltam que essas interpretacdes matematicas
sdo importantes pois além de auxiliarem na resolugdo do problema em si,
podem posteriormente dar suporte para outras teorias e aplicacoes.

Em outras palavras, utiliza-se a matematica para refletir sobre alguma
parcela da realidade, extraindo da mesma, todos ou apenas alguns dados que
influenciam no fendmeno que se quer analisar e formalizando-os por meio de
sistemas artificiais que sdo chamados, na literatura, de modelos.

Para Bassanezi (2004, p.20) o uso de modelos mateméaticos se justifica
pela importancia em se ter “uma linguagem concisa que expressa nossas
ideias de maneira clara e sem ambiguidades, além de proporcionar um arsenal
enorme de resultados (teoremas) que propiciam o0 uso de métodos
computacionais para calcular suas solugdes numéricas”.

Cabe ressaltar que um mesmo modelo pode ser “bom” para um
pesquisador e pode ndo ser para outro, ou seja, a aplicabilidade de cada
modelo depende substancialmente do contexto em que é desenvolvido.

Com isso, buscou-se estudar a respeito da dindmica do crescimento de
uma populacdo humana, que segundo Bassanezi foi impulsionada pelo
economista inglés T. R. Malthus (1798), que baseou seu modelo em dois
postulados: (1) “O alimento é necessario a subsisténcia do homem?”; (2) “A
paixao entre 0S sexos € necessaria e devera permanecer aproximadamente em
seu estado permanente” (BASSANEZI, 2004, p.327).

Atualmente, o modelo mateméatico que descreve a dinamica
populacional, chamado de modelo de Malthus, assume, de acordo com
Bassanezi (2004, p.327), “que o crescimento de uma populacéo é proporcional
a populacdo em cada instante”. Ou seja, o0 modelo de Malthus prevé o
crescimento de uma populacdo em condicOes ideais, sem fome, guerras,
catastrofes, ou nenhum outro tipo de inibicdo do crescimento.

Contudo, baseando-se no referido autor e nas etapas que 0 mesmo
delimita para uma boa modelagem, buscou-se modelar o crescimento
populacional do municipio de Santa Rosa — RS, por meio do modelo de
Malthus. Para isso utilizou-se de alguns dados dos censos demograficos de
2000, 2010 e de 2016 divulgados pelo Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica (IBGE). A partir desses dados procurou-se verificar a validade do
modelo por meio de simula¢gbes computacionais e, da comparagdo com as
estimativas publicadas no Diario Oficial da Unido.

Por fim pretende-se responder a seguinte pergunta: “Considerando que
a area geogréfica do municipio de Santa Rosa — RS permaneca constante e
que sua populacdo mantenha o mesmo ritmo de crescimento desde 2000,
quanto tempo o municipio levara para duplicar a populacdo residente em
20167".

2 METODOLOGIA/ DETALHAMENTO DAS ATIVIDADES
Como todo método de pesquisa, a modelagem matematica deve seguir
uma sequéncia de etapas, que segundo Bassanezi (2004) se resumem em:

1. Experimentacdo — etapa na qual se processa os dados, podendo ser
por meios experimentais ou nao;
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2. Abstracdo — etapa que leva a obtencdo de um modelo. Nessa etapa
ocorre o0 estabelecimento das variaveis de controle que influenciam o sistema,
a problematizacao, formulacéo de hipéteses, e simplificacdo das mesmas, pois
essas influenciam diretamente na complexidade do modelo a ser formulado;

3. Resolucéo — etapa em que se descreve o problema em uma linguagem
matematica adequada;

4. Validacao — € o processo em que se pdem o modelo a prova, testando-
o e confrontando-o0 com os dados empiricos do sistema. Nessa etapa pode ser
realizado simulagbes computacionais com o auxilio de softwares adequados.
Verificando assim a validade do modelo obtido de acordo com a complexidade
do sistema e sugerindo ou ndo melhorias no modelo;

5. Modificacdo — nessa etapa se aplica as melhorias sugeridas
anteriormente e, com isso se faz necessario validar novamente o modelo.

As simulacbes foram realizadas com o auxilio do software
Matlab/Simulink, que utiliza uma estruturagcdo em forma de diagrama de blocos,
gue segundo Garcia (2005) proporciona melhor clareza no entendimento do
modelo matemético, sendo assim mais didatico em seu ponto de vista.

Partindo da concepcédo de que o crescimento populacional trata-se da
variagao da populacdo em fungao do tempo e, considerando que a razao entre
a variacdo da populacdo (P) e a variacdo do tempo (t) é diretamente
proporcional & populacao atual, tem-se:

ap _ kP Q)
dt

Conhecida como Modelo de Malthus continuo, onde k representa a
constante de proporcionalidade, ou taxa de crescimento.

Esse modelo nada mais é do que uma Equacdo Diferencial Ordinaria
(EDO) linear de primeira ordem homogénea, e também pode ser escrita da
seguinte forma:

P(t) = kP(t)
P(t)—kP(t) =0
Para encontrar o valor da constante k basta resolver a EDO (1) pelo

método de variaveis separaveis:
dP

E_kp (1)
OI—P=jk-dt

P
In|P|=kt+C

Aplicando a funcdo exponencial em ambos os lados tem-se:
elNPl _ gkt+C

P(t)=eX.e®
P(t) = CeX!
Substituindo P(0) =P, na equagéo acima encontra-se:
C=P
Assim:
P(t) =P, - et

Dividindo toda a equagéo por P,, e aplicando a funcéo exponencial:
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Por fim, dividindo ambos os lados por t, encontra-se a equacgao da taxa
de crescimento populacional de um periodo até outro:

In‘P(t)

koI P]
t

Os parametros e variaveis do sistema foram obtidos recorrendo ao

resultado do Censo Demografico 2000 e 2010 do municipio de Santa Rosa.

Utilizou-se a populacdo nesses dois periodos para calcular a taxa de

crescimento, a partir da equacéo (2), tomando como Pi=65034 e P(10)=68587.

n 68587
65034
0

(2)

k= =0,00531928

Para realizar as simulagbes computacionais do modelo malthusiano fez-
se primeiramente a construcdo do diagrama de blocos correspondente a
equacao (1) com o auxilio do software Matlab/Simulink (Figura 1). Em seguida
definiu-se o método numeérico de integracdo a ser utilizado, Runge-Kutta de
ordem 4 (ode4) com um passo fixo de integracéo de le-4.

Figura 1 — Diagrama de blocos do modelo matemético malthusiano do
crescimento populacional
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Fonte: Elaborado pelos autores,2017.

Além do diagrama de blocos foi necessario criar um arquivo no Matlab
com os dados iniciais do problema e outro arquivo para gerar a curva do
crescimento populacional a partir do modelo de Malthus.

3 RESULTADOS E ANALISE

Para validar o modelo do crescimento populacional do municipio de
Santa Rosa — RS fez-se uma simulacédo a partir do ano de 2000 tomando como
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base o crescimento obtido entre os anos de 2000-2010 e comparou o resultado
(Figura 2) com dados das estimativas populacionais para o ano de 2016
segundo o IBGE.

Figura 2 — Crescimento Populacional do Municipio de Santa Rosa dados
Pi=65034 e k=0.0053469
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Fonte: Elaborado pelos autores,2017.

Segundo as estimativas de populacao publicadas no D.O.U, o municipio
no ano de 2016 contaria com 72.504 habitantes. Analisando o grafico (Figura
2), percebe-se que segundo o modelo a populacdo desse municipio encontrar-
se-ia abaixo de 71 mil habitantes, diferenca essa bastante elevada,
considerando que 0 municipio ndo é muito populoso, se comparado com as
grandes capitais.

Dessa forma utilizou-se de procedimentos computacionais para ajustar a
curva, chegando assim a uma taxa de crescimento de 0.67% ao ano (Figura 3),
validando assim o modelo matematico malthusiano.

Figura 3 - Crescimento populacional do municipio de Santa Rosa dado
Pi=65034 hab. e k=0.0067957
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Fonte: Elaborado pelos autores,2017.
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A partir desses parametros buscou-se resolver o seguinte problema:
“Considerando que a area geografica do municipio de Santa Rosa — RS
permaneca constante e que sua populagdo mantenha o mesmo ritmo de
crescimento desde 2000, quanto tempo 0 municipio levara para duplicar a
populagao residente em 20167”.

Aplicando-se 0 modelo matematico para a populacéo inicial de 75504
hab. (populacdo em 2016), e definindo a dimensdo maxima do eixo y
(populagédo) para o dobro da populacdo inicial, obteve-se o grafico
representado na figura 4.

Figura 4 — Crescimento populacional do municipio de Santa Rosa dado
Pi=72504 hab. e k=0.0067957
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Fonte: Elaborado pelos autores,2017.

Observando o grafico é possivel indicar que a populacao de Santa Rosa
duplicara em aproximadamente 100 anos, porém se manusear a ferramenta de
zoom do gréfico gerado pelo software Matlab, verifica-se que o periodo
estimado para que a populacdo do municipio dobre é de 102 anos (Figura 5).

Figura 5 — Ampliacéo do grafico do crescimento populacional do municipio de
Santa Rosa dado Pi=72504 hab. e k=0.0067957
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Porém, como:

Os modelos computacionais sao “recortes” da realidade, ou
seja, sdo implementacdes computacionais de modelos
especificos, e, como tais, desprezam diversos aspectos do
sistema real, a fim de focar a atengcdo em certos aspectos
particulares da natureza, o que facilita a compreensdo do
fenébmeno fisico (HEIDEMANN, 2012, p. 972).

Admite-se que os resultados obtidos nas simulacdes computacionais
apresentam uma margem de erro, porém essa fora desconsiderada no trabalho
em questao.

4 CONCLUSOES

A partir da pesquisa bibliografica e das simulagdes computacionais
realizadas pode-se perceber que o Modelo de Malthus utiliza a variagdo média
do crescimento da populacdo em um determinado periodo de tempo e, toma
essa variagdo como constante.

Verificou-se com isso que o modelo é valido para fazer algumas
previsbes, porém sua margem de erro ainda é alta, pois 0 mesmo considera
que a populacao de individuos reprodutores se mantém constante durante o
crescimento, que as taxas de natalidade e de mortalidade permanegam
estaveis e, ainda que nado ocorre migracdes dentro do espaco geografico
analisado, o que nem sempre se verifica na realidade.

Contudo, o desenvolvimento desse trabalho auxiliou na consolidacao do
conhecimento adquirido sobre as etapas necessérias para se modelar
matematicamente um problema real. Possibilitou também a compreenséo de
gue nenhum modelo mateméatico pode ser considerado como definitivo pois
sempre ha a possibilidade de aprimorar o mesmo considerando mais ou menos
parametros dependendo do foco do problema, como € o caso do modelo de
crescimento populacional.

Cabe ressaltar que a compreensdo das etapas da modelagem
matematica como método de pesquisa contribuiu para uma melhor assimilacédo
dessa ferramenta como uma metodologia de ensino. Constatou-se ainda, que o
uso de tecnologias, como softwares matematicos enriquecem 0 processo de
ensino e de aprendizagem por meio da modelagem matematica, uma vez que
facilitam a compreensdo dos modelos e sua manipulacdo por meio de
simula¢bes computacionais.

Visto que a prética possibilita melhor entendimento da teoria, é possivel
afirmar que o desenvolvimento desse trabalho proporcionou maior
seguranca/autoconfianca para planejar e implementar aulas através da
metodologia de Modelagem Matematica.
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