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RESUMO: O Caélculo Diferencial e Integral, especificamente as Equacdes
Diferenciais Ordinarias, possuem inumeras aplicacdes. Dentre elas, optou-se
por estudar e investigar um problema de temperatura. O presente artigo tem
como objetivo verificar a capacidade de uma garrafa térmica de ampola de
vidro em manter constante a temperatura de liquidos. Este problema é uma
aplicacdo da lei de resfriamento/aquecimento de Newton e tem em vista
determinar quanto tempo um liquido, quente e/ou frio, mantém-se a uma
temperatura ainda considerada ideal para o consumo. Para tanto, realizou-se a
aguisicao de dados experimentais a serem utilizados na validagcdo do modelo
matematico. Alguns parametros para o modelo empregado foram determinados
experimentalmente e outros analiticamente. O modelo foi programado
utilizando-se o software MatLab/Simulink e essa simulacdo foi comparada aos
dados experimentais, visando confirmar o modelo matematico desenvolvido por
Newton. A garrafa térmica mostrou-se eficaz na conservagdo de temperaturas
de liquidos.

Palavras Chaves: Equacdes Diferenciais Ordinarias; Problema de
temperatura; Modelo matematico.

1 INTRODUCAO

O Calculo Diferencial e Integral caracteriza-se como um importante
instrumento matematico, e que, de acordo com os apontamentos de Howard
Anton, “tem um enorme impacto em nossa vida diaria, porém, frequentemente
nao é notado” (2000, p. 2). Alguns exemplos que elucidam esta afirmacéo séo:
a utilizacdo na compactacdo de impressfes digitais do FBI, na musica, na
previsdo do tempo, controle do comportamento cadtico do coragcdo humano,
entre muitos outros. (ANTON, 2000).

As aplicagbes do Calculo Diferencial e Integral, especificamente das
equacodes diferenciais, abrem infinitas possibilidades de estudo e investigacao.
As equac0es diferenciais de primeira ordem constituem um dos instrumentos
chave para o desenvolvimento da Matematica moderna. Estas possuem uma
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ampla aplicabilidade e s&@o essenciais na analise e resolucdo de diversos
problemas.

Problemas que envolvem variagbes de temperatura, por exemplo,
podem ser solucionados empregando a lei de resfriamento de Newton na
andlise de dados experimentais (STEWART, 2012). Tal técnica possibilita
determinar, com pequenas incertezas, a solucao de situacdes-problema desde
as simples até as mais complexas.

Neste sentido, buscou-se realizar um experimento, a fim de analisar a
capacidade de conservacdo de temperaturas de uma garrafa térmica de
ampola de vidro, com o célculo do tempo em que um liquido quente ou frio,
mantém-se em uma temperatura adequada para o consumo. Além disso, o
presente artigo visa demonstrar, em uma situacao do cotidiano, o emprego do
modelo matematico desenvolvido por Newton, através da comparacao entre 0s
dados reais e simulacbes computacionais. Trata-se de um exemplo de
aplicacdo das equacOes diferenciais, bem como, de um processo de
modelagem matematica de um fenédmeno fisico, o qual pode ser abordado no
ensino em cursos na area da matemética e de engenharia.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: A secdo 2 apresenta a
técnica de modelagem utilizada neste trabalho e a metodologia detalhada da
aguisicdo dos dados. Na secdo 3 é apresentado o modelo empregado, o
calculo de parametros, a simulacdo computacional e a analise dos resultados
obtidos. Finaliza-se, apresentando as conclusdes.

2 METODOLOGIA/ DETALHAMENTO DAS ATIVIDADES

Segundo Aguirre (2004) “um modelo matematico de um sistema real é
um analogo matematico que representa algumas das caracteristicas
observadas em tal sistema”. Neste sentido, os modelos ajudam na percepcéo
de como € o sistema, ou como se espera que ele seja, permitindo, em
determinadas condi¢des de operacdo, mudar a estrutura ou o comportamento
do sistema (MONTEIRO, 2002). Quanto mais precisas estas condi¢cdes, mais
préximo da realidade vai ser o modelo.

Existem varias formas e técnicas relacionadas a obtencdo de modelos
matematicos de sistemas reais e classificam-se em trés grupos: modelagem
caixa branca, modelagem caixa preta e modelagem caixa cinza. Na
modelagem caixa preta, utilizada neste trabalho, ndo é necessario ter nenhum
conhecimento a respeito do sistema que é trabalhado e nem das leis fisicas
gue o regem (AGUIRRE, 2004).

A fim de verificar quanto tempo um liquido mantém-se quente e/ou frio,
de modo que este possa ser consumido, numa temperatura ainda adequada, e,
além disso, confirmar/validar o modelo matematico de resfriamento de Newton
realizou-se um experimento. Para 0 mesmo, empregou-se uma garrafa térmica
de ampola de vidro com capacidade de um litro, agua quente e fria, um
termdmetro cilindrico a alcool colorido e um cronémetro, de acordo com o
ilustrado na figura 1.
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Figura 1: Materiais utilizados no experimento

Fonte: autoria propria.

Primeiramente, aqueceu-se a agua. Apos ser introduzida na garrafa térmica,
esta apresentava uma temperatura de 78°C. A temperatura ambiente era de 18°C,
a qual foi considerada constante. A cada dez minutos a temperatura da agua foi
medida e os dados obtidos foram registrados.

Com a agua gelada, o processo foi repetido, sendo que sua temperatura
inicial era de 1°C e a temperatura ambiente era de 22,5°C, também considerada
constante.

Por meio do experimento, obtiveram-se os seguintes dados registrados na
tabela abaixo:

Tabela 1: Temperatura dos liquidos (quente e frio) em funcdo do tempo.

Temperatura Liguido Quente Liguido Frio
0 78° 1°
10 76° 1,5°
20 740 20
30 73° 2,2°
40 72° 2,5°
50 71° 3°
60 69° 3,2°
70 68° 3,5°
80 67° 3,8°
90 66° 40
100 65,5° 4,5°
110 65° 50

120 64°
130 63°
140 61°
150 60°

Fonte: autoria propria.
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Para este estudo, as temperaturas limites consideradas ainda
agradaveis para o consumo foram de 60°C e 5°C, para a agua quente e para a
fria, respectivamente.

3 RESULTADOS E ANALISE

O modelo de resfriamento/aquecimento de Newton denota que a
temperatura de um corpo varia a uma taxa proporcional a diferenca entre a sua
temperatura e a temperatura do meio que o cerca (a temperatura do ambiente)
(BRONSON, COSTA e SILVEIRA, 2008, ZILL e FARIAS, 2001), expresso
matematicamente como:

dT— k(T —T, 1
—= = k(T —Ty) (1)

em que T é a temperatura do corpo (°C), t é o tempo (minutos), k é a constante
de proporcionalidade (por minuto) e T,, € a temperatura do ambiente (°C).
Salienta-se que tal modelo também pode ser utilizado para o aquecimento.
Salienta-se que o0 sinal negativo indica que a temperatura do corpo esta
diminuindo com o passar do tempo, em relacdo a temperatura do meio
ambiente.

Deste modo, os parametros do modelo foram calculados analiticamente
para o liquido quente, a fim de definir pardmetros para as simulacdes
computacionais posteriores:

ar _ k(T — 18)
dt

Separando as variaveis:
—
T-—18
In|T —18| = -kt + ¢

T —18 = ce™*t
T =ce * 4+ 18

Parat = 0, a temperatura era de 78°C. Assim:

T =ce k +18
78 =c+ 18
¢ = 60°C 2

Determina-se, agora, o valor de k. Sabendo-se que para t = 50 o valor
de T é de 71°C, tem-se:

T(50) = 60e°°% + 18
71 — 18 = 60e5%
53

22 _ 50k
60

e
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(3)
Finalmente, para um valor de temperatura igual a 60°C, tem-se:

60 = 60e[°’°21"|2_3\'f] +18
g _ e[0,0Zln|%‘-t]

02| = n 2
et 1] R BT
In |£|
‘= 30
0,02In |2—8
t = 143,76 min.
t = 2 horas 23 minutos e 45 segundos.

Calculando também em relacéo ao liquido frio a partir da equacéo (1):

dT—kT 22,5
dt_ ( :)

[—p
T —225

In|T —22,5| =kt+c
T — 22,5 = cekt
T =ce®t + 225

Parat = 0, a temperatura era de 1°C. Assim:

T =ce®t + 225
1=c+ 21,5
¢ =—21,5°C (4)

Sabendo-se que para t = 50 o valor de T € de 3°C, tem-se:

T(50) = —21,5e5% 4+ 22,5
3 —22,5=—21,5¢%%
-19,5

-21,5
50k = ln|

50k

=e
19,5

21,5
In |19,5
21,5
k= o (5)

E, para um valor de temperatura igual a 5°C, tem-se:
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5 = —21,5e202 75l 4 9p 5
—17,5 [0 021n‘195 ]

21,5
-21,5
19,
0,02in |——

‘ 5‘ fo 1 17,5
2151 " 215
175
n315

. 1195
002[ 715

t = 105,42 min.
t = 1 hora 45 minutos e 25 segundos.

Percebe-se que transcorre um tempo consideravel para os liquidos,
quente e frio, permanecerem a uma temperatura ainda agradavel para
consumo.

A temperatura inicial do liquido quente (T = 78°C) foi definida como
parametro, assim como a temperatura do ambiente, que foi considerada
constante (T, = 18°C). No caso do liquido frio, este apresentava a temperatura
inicial de 1°C (T = 1°C), e a temperatura do meio era de 22,5°C (T;,) também
considerada constante.

A partir da resolucdo analitica, obtiveram-se as constantes de
proporcionalidade k para ambos os casos, as quais foram adotadas como
parametros para o sistema (equacoes (3) e (5) listadas anteriormente). Para a
simulacdo computacional do modelo proposto, foram utilizados dois diagramas
de blocos (Figura 2), no software MatLab/Simulink com o parametro k com
sinais distintos, a fim de ilustrar o aguecimento e o resfriamento dos liquidos e
também compara-los aos dados registrados experimentalmente. Foi utilizado o
método de integracdo Runge-Kutta de 42 ordem, com passo de integracdo 107° e
0 tempo de amostragem de dez minutos.

Figura 2 - Diagramas de blocos do modelo matematico da lei de
aguecimento/resfriamento de Newton

T T[T . 1
g ! = !
ca Integrator t Integrator t
ain i
To Workspace1 Gain1 To Waorkspace2
Subtract Subtract1

= 4—|_Constant = Constant1
Tm

Fonte: autoria propria.
As figuras 3 e 4 a seguir, apresentam a comparagao entre resultados

obtidos por meio de simulagbes computacionais e os dados experimentais
registrados na tabela 1, para as mesmas condi¢des iniciais.
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Figura 3 - Grafico da comparacéo entre dados experimentais e simulados do
resfriamento do liquido quente no instante t = 0 até atingir a temperatura de

60°C.
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Fonte: autoria prépria.

Figura 4 - Grafico da comparacéo entre dados experimentais e simulados do
aguecimento do liquido frio no instante t = 0 até atingir a temperatura de 5°C.
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Fonte: autoria propria.

De acordo com o manual do consumidor da garrafa térmica utilizada no
experimento (SOPRANO, 2017), o teste de eficiéncia/funcionalidade consiste
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em verificar se, apds cerca de duas horas, a agua com aproximadamente 90°C,
se mantém ainda quente. Dessa forma, a garrafa térmica utilizada neste estudo
esta de acordo com as exigéncias especificadas em seu manual.

4 CONCLUSOES

O experimento realizado demonstrou uma das formas em que a Matematica
é aplicada cotidianamente. Atividades como esta podem contribuir de maneira
significativa para com o ensino de Equacdes Diferenciais, numa perspectiva pratica
através da modelagem matematica de um fendmeno real. Os resultados obtidos
confirmam a capacidade de conservacéo de temperaturas de uma garrafa térmica,
onde os dois liquidos, mantiveram-se em temperaturas consideradas adequadas
para consumo durante aproximadamente duas horas, conforme previsto
analiticamente. Observa-se que 0 comportamento obtido via simulacdo
computacional, foi similar ao dos dados experimentais. Justifica-se a diferenca
entre as curvas pelo fato de a temperatura ambiente ter sido considerada
constante, pois sabe-se que na realidade, ela sofre variacdes. Além disso,
existem diversas influéncias na variacdo da temperatura, tais como: se a
garrafa manteve-se fechada todo o tempo, o volume de liquido armazenado,
entre outras.
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