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RESUMO: Este trabalho trata da modelagem matemática envolvendo a dinâmica da velocidade veicular de um Honda Civic, em que são expostos o desenvolvimento de testes computacionais desenvolvidos no toolbox Simulink, ferramenta de simulação do software MatLab. O referido estudo considera a força de atrito de arraste, pois a mesma interfere no desempenho do veículo, e devido ao escoamento turbulento do ar em torno do veículo, torna o sistema dinâmico mais complexo. Como também, será abordado o modelo matemático desenvolvido, as simulações computacionais realizadas e seus respectivos resultados analisados através dos gráficos, o qual representa o comportamento dinâmico do sistema linear da velocidade do veículo. Com os resultados obtidos, pretende-se contribuir para a contextualização do ensino de cálculo diferencial nos cursos de engenharia, atraindo o interesse dos estudantes por meio de um objeto educacional.
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1 INTRODUÇÃO 

Um sistema dinâmico pode ser definido por objetos que estejam agrupados por algum tipo de interação ou interdependência. Sendo que, ele ocorre quando algumas grandezas variam em função do tempo. Conforme Monteiro (2002) existem vários exemplos envolvendo sistemas como o circuito elétrico e ainda, afirma que é necessário que os sistemas precisam ser submetidos a análises teóricas e testes de simulações, para que possam analisadas as respectivas condições. Para tanto, através de equações realiza-se a representação dos comportamentos dinâmicos do sistema.  


Nesse sentido, o objetivo desse trabalho é abordar a dinâmica veicular de um Honda Civic através de simulação computacional realizados no toolbox Simulink, ferramenta de simulação do software MatLab, considerando o coeficiente de atrito viscoso. Primeiramente é abordado uma breve revisão bibliográfica sobre modelagem matemática, sobre a ferramenta de simulação do software MatLab e posteriormente abordado o modelo, as simulações, os gráficos retratando sobre características lineares do atrito de arraste presentes no sistema, bem como as devidas conclusões obtidas através do desenvolvimento deste trabalho. 


Posteriormente será exposto e analisado o modelo matemático para a representação do comportamento dinâmico do sistema linear, levando em consideração o escoamento turbulento do ar em torno do veículo.


A representação do sistema dinâmico se destaca pois, os sistemas dinâmicos nada mais são do que modelos matemáticos envolvidos em várias áreas do conhecimento. Eles são normalmente associados a equações tanto diferenciais ordinárias como diferenciais parciais. Quanto para a formulação do modelo nota-se a importância da modelagem matemática para o desenvolvimento de simulações, análise dos dados, teste dos comportamentos dinâmicos, ajustes computacionais, prevenção de futuros problemas, enfim permite a análise de comportamentos dos sistemas dinâmicos, o qual destacamos neste estudo. Além do mais, todos os parâmetros do modelo aproximado são determinados com algum tipo de erro, sendo assim o modelo representado neste trabalho são aproximações de um modelo ideal, já que esses pequenos erros são inevitáveis.


Ao modelar por meio de equações diferenciais poderá ocorrer uma pequena variação nos parâmetros podendo alterar o comportamento dinâmico do sistema. Dentre eles, destaca-se a não linearidade do atrito presente no sistema dinâmico da posição veicular Para Valdiero (2005), o atrito é determinado como um fenômeno não linear multifacetado que exibe diversas características não lineares. De acordo com o mesmo autor, essas características são compostas pelo atrito estático, atrito viscoso e de arraste, que compõem os modelos baseados em mapas estáticos, como também são compostos por fenômenos dinâmicos mais complexos, memória de atrito e deslocamento de predeslizamento. 


Nesse sentido, este trabalho abordará e dará enfoque as particularidades do atrito de arraste, pois a intensidade do atrito de arraste depende de vários fatores, os quais influenciam no comportamento dinâmico do sistema. Para tanto, será proposto o modelo matemático que descreve esse fenômeno com o intuito de proporcionar uma maior captura das características.


Contudo, será abordado uma breve revisão bibliográfica envolvendo a modelagem matemática e o software Matlab, assim como a dinâmica da velocidade veicular, o processo da formulação do modelo, as simulações, os gráficos seguida são realizadas algumas simulações e posteriormente apresentar os resultados.
2 REFERENCIAL TEÓRICO


Nesta seção faz-se uma sucinta descrição da revisão bibliográfica relacionada à modelagem matemática, em se tratando de concepção, aplicação e importância na resolução de problemas reais. Esta contextualização do ensino de matemática e ciências aplicada em estudos de caso da engenharia e nos desafios da sociedade (VALDIERO et al., 2006) podem facilitar o aprendizagem e atrair o interesse dos estudantes pelos conhecimentos de matemática. Apresenta-se ainda uma breve revisão bibliográfica do software Matlab, bem como do toolbox Simulink, ferramenta de simulação do próprio software.

2.1 Modelagem Matemática


A modelagem matemática consiste em abstrair um problema real e interpretá-lo de forma matemática para posteriormente ser elaborado o modelos. É um processo dinâmico que ocorre para obter e validar modelos matemáticos. O modelo matemático em um sistema significa um conjunto de símbolos e relações matemáticas que representa de alguma forma o objeto estudado. É importante que o modelo matemático consista em uma linguagem concisa, expressando as ideias de maneira clara e sem ambiguidades, e que proporcione um arsenal de resultados através do uso de métodos computacionais para calcular suas soluções numéricas. (BASSANEZI, 2002). 


O referido autor destaca que a modelagem é como um processo que deve ocorrer de forma dinâmica e cujo objetivo é a construção e validação de modelos matemáticos. Portanto a modelagem consiste “essencialmente, na arte de transformar situações da realidade em problemas matemáticos cujas soluções devem ser interpretadas na linguagem usual” (BASSANEZI, 2002, p.24). E ainda, afirma que a Modelagem Matemática “é um processo que alia teoria e prática, motiva seus usuários na procura do entendimento da realidade que os cerca e na busca de meios para agir sobre ela e transformá-la” (BASSANEZI, 2002, p. 17).
Nesta perspectiva, o referido autor, expõe que a modelagem matemática de uma situação ou problema real deve seguir uma sequência de etapas:

Experimentação - Abstração: Seleção das variáveis; Problematização ou formulação aos problemas teóricos numa linguagem própria da área em que se está trabalhando; Formulação de hipóteses; Simplificação – Resolução – Validação – Modificação.

Sendo assim, Bassanezi (2002, p.31) conclui que a modelagem “permite fazer previsões, tomar decisões, explicar e entender, enfim participar do mundo real com capacidade de influenciar em suas mudanças”. Também destacamos que a ênfase deste autor, refere-se à construção e validação de modelos matemáticos, onde um modelo matemático, segundo Bassanezi (1994, p. 31) é “quase sempre um sistema de equações ou inequações algébricas, diferenciais, integrais, etc., obtido através de relações estabelecidas entre as variáveis consideradas essenciais ao fenômeno sobre análise”.

Dessa forma, a modelagem matemática nos auxilia na obtenção de modelos matemáticos, como também na validação dos mesmos.

2.2 Software Matlab


O software Matlab foi criado no fim dos anos 1970 por Cleve Moler, então presidente do departamento de ciência da computação da Universidade do Novo México. Este programa logo se espalhou para outras universidades e encontrou um forte uso no âmbito da matemática aplicada.


Trata-se de um software voltado para cálculos numéricos. Ele integra análise numérica, cálculo com matrizes, construção de gráficos contendo um ambiente de fácil uso onde problemas e soluções são expressos somente como eles são escritos matematicamente, ao contrário de outras programações tradicionais.


Este software é um sistema interativo que permite a resolução de muitos problemas numéricos em apenas uma fração do tempo que se gastaria para escrever umem outro programa semelhante. Conforme Garcia (1997) o software Matlab possibilita escrever diretamente a equação diferencial, bem como as condições iniciais, a forma de entrada dos sinais, e conduzi-la a integrá-la numericamente para que possa simular o sistema.


O ambiente do Matlab contém um aplicativo muito utilizado o Simulink, operando através de diagramas de blocos. O qual, em termos de entendimento do modelo, torna-se uma maneira objetiva e clara, sendo assim mais didática. Para a realização de simulações do modelo no Simulink, deve-se colocá-lo em uma forma capaz de realizar aplicações por este software, sendo que ele aceita dois tipos de representação de modelos dinâmicos, um deles é através de função de transferência, aplicáveis exclusivamente a sistemas lineares invariantes no tempo, e o outro através de equações em espaço de estados, sendo este aplicável a sistemas lineares e não lineares, variantes ou não ao tempo, e com a presença de condições iniciais (GARCIA, 1997).


O Simulink é uma ferramenta do software Matlab que serve para modelar, simular e analisar sistemas dinâmicos, onde suporta sistemas lineares e não lineares podendo serem modelados em tempos contínuos, discretos ou com a interação de ambos (BAPTISTA, 2009). Ele inclui uma biblioteca de blocos pré-definidos passivos de personalização a fim de se ajustarem às necessidades do modelo. Se, posteriormente a construção do modelo, os resultados das simulações não corresponderem com o esperado é possível modificar os parâmetros e analisar novamente os resultados, através da utilização do bloco to workspace no MATLAB  e retornar a verificação do modelo. 


Sendo assim, podemos concluir que este software vem a contribuir muito para o desenvolvimento deste trabalho assim como para o avanço de resoluções de problemas matemáticos.

3 MODELAGEM MATEMÁTICA DA VELOCIDADE VEICULAR 

Em Brezolin et al. (2014) foi apresentada a modelagem da dinâmica da velocidade de um veículo genérico. Neste trabalho, modela-se um veículo Honda Civic. Quando um corpo se move, ocorre a resistência do ar a qual tende a reduzir a sua velocidade, esta resistência sempre está direcionada em oposição ao objeto, sendo ela conhecida como força de arraste. A proporcionalidade desta força depende do fluido o qual está inserido, bem como da velocidade do objeto em relação ao fluido. Considerando a figura 1, pode-se observar que a mesma, depende do atrito de arraste com as superfícies sobre as quais escoa o ar, e dos efeitos causados pelo encontro do ar com o corpo em movimento.

Figura 1: representação do atrito em contato com o veículo
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Fonte: o autor


Em casos de pequenas velocidades, a força de arraste é aproximadamente proporcional à velocidade do corpo, porém em casos de velocidades mais elevadas, esta força pode ser proporcional ao quadrado da velocidade. Dessa forma, diferente da força de atrito dinâmico, a força de arraste tende a aumentar quando a velocidade do corpo aumenta. Já no caso de pequenas velocidades, a força de arraste é aproximadamente proporcional à velocidade do corpo; e nas velocidades mais elevadas, é aproximadamente proporcional ao quadrado da velocidade (SILVA, 2016).


Para tanto, desenvolveu-se um modelo, no qual inicialmente era não linear de 2ª ordem representado pela equação a seguir, o qual descreve o comportamento dinâmico da velocidade veicular.
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	(1)


Onde [image: image5.png]


 é a posição do veículo, dada pelo produto da massa total do carro ([image: image7.png]


) com a aceleração ([image: image9.png]


). Já o somatório de [image: image11.png]


 é equivalente a ([image: image13.png]


), onde [image: image15.png]


 é a força de tração e [image: image17.png]


 representa a força de atrito. Desta forma substituindo as equivalências na equação (1), é resultado a equação (2).
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	(2)


Conforme pode ser visualizada Figura 1, o fator de atrito ([image: image20.png]


) é dado por ([image: image22.png]Cp. ¥



), sendo o [image: image24.png]


 , o coeficiente de arraste, e o [image: image26.png]


 a velocidade do carro Honda Civic. Realizando esta substituição na formula obtém-se a seguinte equação (3).
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	(3)


Na equação (3) pode ser isolado o fator de tração [image: image29.png]


, fazendo essa alteração, a equação resultante pode ser visualizada na equação (4).
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	(4)


Tendo em vista que posteriormente serão utilizados métodos computacionais para descrever a evolução do sistema, é conveniente escrever a equação (4) conforme é apresentada na equação (5), possibilitando transformar esta equação diferencial de segunda ordem em duas de primeira ordem.
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O próximo passo é definir as variáveis de estado buscando determinar os pontos de equilíbrio. Para isso será considera na equação a seguir que [image: image33.png]


 e  [image: image35.png]


 .
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	(6)


Sabendo que [image: image38.png]


 pode reescrever a formula da seguinte forma.
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	(7)



Tendo a equação diferencial de primeira ordem já estruturada, a etapa seguinte é encontrar o ponto em que o sistema permanece constante, ou seja, o ponto em que para esta equação a velocidade seja constante. Este critério é satisfeito fazendo uso da seguinte relação [image: image41.png]


. Substituindo na equação (7) o valor definido para [image: image43.png]


 temos:
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	(8)
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	(9)
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	(10)
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	(11)


Substituindo a variável de estado [image: image49.png]


 por sua equivalente  [image: image51.png]


  temos;
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Tabela 1 – Parâmetros da dinâmica do atrito do carro Honda Civis LXS 1.8

	Descrição dos Parâmetros
	Notação
	Valores

	Massa
	
[image: image53.wmf]M


	1230 kg

	Fator de Tração
	
[image: image54.wmf]T

F


	1142 N

	Coeficiente de Atrito Viscoso
	
[image: image55.wmf]D

C


	18,70 N.s/m

	Velocidade Máxima
	
[image: image56.wmf]máx

V


	189 Km/h


A massa (m) e a velocidade máxima (
[image: image57.wmf]máx

V

) foram retirada do manual do veículo, já a força de atrito (
[image: image58.wmf]T

F

) foi calculada através de dados do manual e do veículo.

Para a realização do cálculo da força de atrito foi necessário obter as medidas do diâmetro do pneu, e a obtenção do diâmetro do pneu foi obtido devido aos dados na programação do Simulink do Matlab. Esses dados foram coletados através de uma trena.
[image: image1.png]


Figura 2: Pneu do carro

Fonte: adaptado de BERTUANI; SALES (2012)

Através da imagem podemos perceber como foram retiradas as medidas, além de evidenciar que existem duas forças uma sobrepondo a outra, uma é o atrito dos pneus sob o solo e a outra é a resistência do ar, assim como o sentido de rotação do veículo. 

O cálculo da força de tração resultou em 1142 N, sendo que foram utilizadas como referência as rodas dianteiras, já que é o local que se encontra a tração.

Tendo calculado a força de tração, é possível calcular o valor do coeficiente de arraste, substituindo estes valores na equação (12) temos:
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	(13)
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Sendo assim pode se afirmar que o coeficiente de arraste para o Honda Civic é de 18,70 N.s/m.  Na etapa seguinte será abordado o desenvolvimento do modelo realizado, utilizando a ferramenta Simulink do software Matlab, visando verificar e validar o modelo apresentado através da modelagem matemática.

Em termos de modelagem matemática de fenômenos caracterizados por um processo dinâmico, a formulação do modelo pode muitas vezes preceder à análise dos dados experimentais. Em geral, o modelo depende de parâmetros e sua validação, verificação da aproximação do modelo com a realidade, exige a estimação desses parâmetros, de modo que a curva ajustada, represente o mais próximo possível, o fenômeno estudado. Nos modelos estáticos a qualidade é quase sempre preservada pelo ajuste, entretanto quando se trata de modelos dinâmicos, que é o utilizado neste trabalho, outras considerações sobre o comportamento fenomenológico das variáveis devem ser avaliadas. Num programa simples de ajuste de curvas escolhemos, a priori, o tipo de curva que desejamos para expressar a relação funcional entre as variáveis. Sendo que, nem sempre este processo satisfaz as condições mínimas esperadas.

Fazendo uso da ferramenta Simulink, foi criado um diagrama do modelo matemático que representa o problema do desempenho da velocidade. Para construção deste modelo foi utilizada a equação (3). O Diagrama resultante pode ser visualizado na Figura 3. 

Figura 3 – Representação computacional do modelo matemático para o problema do desempenho da velocidade

[image: image65.png]
Fonte: O autor

Tendo o modelo matemático representado computacionalmente, foi realizado a simulação computacional. Para tal foram utilizados os dados apresentados na Tabela 1. 

Figura 4 – Expondo a força de arraste
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Fonte: o autor

Através da figura 4, percebe-se que o aumento da força de arraste sofrido pelo carro é diretamente relacionada com o aumento da velocidade. Destaca-se que atingiu-se uma força de arraste proporcional a força de tração, a mesma se torna constante isso faz com que a velocidade também se torne constante. Sendo assim, a velocidade e a força de arraste se tornam constante no mesmo tempo, em aproximadamente 300 segundos.

Figura 5 – Tempo para atingir velocidade máxima
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Fonte: o autor


Na figura 5 observa-se que a velocidade foi atingida em aproximadamente 350 segundos, após permanece constante. 

4 considerações finais

Este trabalho, o qual envolveu a modelagem matemática da dinâmica veicular, considerando a não linearidade da força de arraste, o modelo e as simulações computacionais, pode obter-se conclusões através da análise da visualização dos gráficos, bem como o efeito da força de arraste com a dinâmica veicular. Podendo assim perceber a limitação imposta pela força de arraste sobre um corpo em movimento.

Contudo, pode-se concluir que a modelagem matemática da dinâmica veicular realizada com o veículo Honda Civic, comprovou e validou o modelo matemático desenvolvido neste trabalho, percebendo-se que através do mesmo foi obtida a força de tração recebida pelo o carro igual a 1142 [image: image64.png]


, o qual foi utilizado nas simulações computacionais. Através dos resultados obtidos, verificou-se que a velocidade terminal do veículo para este modelo de carro é de aproximadamente 100 km/h, conforme apresentado na figura 4, sendo que a velocidade encontrada é a ideal já que a simulação é baseado na consideração de um piso ideal.
Os resultados deste trabalho podem ser utilizados para contextualizar o ensino das disciplinas de Cálculo Diferencial em cursos de Engenharia, pois a utilização de objetos educacionais referentes a áreas de interesse dos estudantes pode contribuir para a aprendizagem.
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