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Resumo: O uso de modelos ideais é o primeiro passo para a descrigdo matemadtica no estudo dos
fendmenos naturais. Eles sdo usados largamente nos livros didaticos para a disciplina de Fisica
Basica nos cursos de graduacgdo, na grande area das ciéncias exatas e naturais e também na das
engenharias, para sedimentar os conceitos basicos do conteido. Contudo, neste trabalho
procuramos ir um pouco além dos requisitos do modelo ideal para a descricio do fen6meno
eletromagnético da indugdao mutua. Neste trabalho, é apresentado um modelo tedrico para
indutancia mutua entre dois solenoides concéntricos, no qual é levado em conta o cendrio em que
0 raio e comprimento dos solenoides apresentam a mesma ordem de grandeza. Ademais, foi
realizada uma investigacdo experimental com o intuito de validar o modelo proposto com base nos
dados observados da forga eletromotriz induzida nos terminais do solenoide interno, devido a
variacdo do fluxo magnético, que atravessa a area delimitada por suas espiras, gerado pelo
solenoide externo cujos terminais foram conectados a um gerador de fung¢do configurado para
gerar ondas senoidais.

Palavras-chave: Indugao mutua, fluxo magnético, for¢a eletromotriz induzida

Abstract: The use of ideal models is the first step to be taken for their mathematical description in
the study of natural phenomena. They are used widely in the textbooks for basic physics discipline
in undergraduate courses, in the great area of exact and natural sciences as well as in engineering,
to consolidate the basic concepts of the studied content. However, in this work we try to go a little
beyond the requirements of the ideal model for the description of the electromagnetic
phenomenon of mutual induction. In this work, a theoretical model for mutual inductance
between two concentric solenoids is presented, in which the scenario where the radius and length
of the solenoids have the same order of magnitude is taken into account. Furthermore, an
experimental investigation was carried out in order to validate the proposed model based on the
observed data of the electromotive force induced in the terminals of the internal solenoid due to
the variation of the magnetic flux, which crosses the area delimited by its turns, generated by the
external solenoid whose terminals were connected to a function generator configured to generate
sine waves.
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1.Introduc¢ao

O estudo do eletromagnetismo nos cursos de graduacao, nas diversas areas das ciéncias
exatas e naturais e das engenharias €, via de regra, realizado por meio de modelos tedricos que
representam situacGes ideais e, entre tais modelos, o da indu¢do mutua entre indutores nao fica
de fora. Vale a pena destacar que apenas pelo fato de ressaltar esse aspecto na maneira de
desenvolver os conteludos de fisica basica nao significa que temos o intuito de enveredar a ponto
de elaborar uma critica acerca da forma como tal tema é tratado nos livros didaticos. Além disso,
esses materiais diddticos tém finalidade de dar suporte a disciplina de Fisica Basica, a qual é
destinada a construir os alicerces dos conceitos fisicos de seu contelddo programdtico. Desse
modo, é compreensivel que o nivel dos temas estudados tenha seu ponto de partida em
modelos mais simples.

A pretensdo deste trabalho é de propiciar uma exploragdo mais detalhada sobre o tema
da indugdo mutua, com o intuito de investigar as minucias de tal fendmeno, levando em conta
a conjuntura na qual as dimensdes (raio e comprimento) dos solenoides sdo da mesma ordem
de magnitude. Podemos citar o exemplo dos trabalhos de Soma, Galbraith e White (1987),
Zierhofer e Hochmair (1996), Pichorim e Abatti (2004) nos quais, para aplicar a técnica WPT
(Wireless Power Transfer) via acoplamento indutivo em IMD (Implantable Medical Device), a
dimensdo das bobinas ndo pode ser desconsiderada frente a pequena distancia entre os dois
indutores. No caso do IMD, devido as restricGes de ordem bioldgica, o efeito das dimensdes das
bobinas ganha uma magnitude bastante significativa limitando, por conseguinte, a técnica WPT
a apenas dezenas de milimetros (GARCIA, 2022).

O fendbmeno da indugdo mutua foi investigado por Michael Faraday, em 1831. O arranjo
experimental construido por ele era composto de um anel de ferro envolto por dois
enrolamentos distintos de fio de cobre.

Figura 1 — Indutores de cobre enrolados em um ntcleo de ferro, usado por Faraday

Fonte: Martins, 2004.

Essas consideragbGes, com suas consequéncias, a esperan¢a de obter eletricidade do
magnetismo comum, estimulou-me vdrias vezes a investigar experimentalmente o efeito
indutivo das correntes elétricas. Eu, ultimamente, cheguei a resultados positivos, e ndo
apenas tive minhas expectativas realizadas, mas obtive a chave que parece abrir vdrias
explicagées dos 388fenémenos magnéticos de Arago e, também, descobrir um novo estado
que pode, provavelmente, ter influéncia em alguns dos mais importantes efeitos das
correntes elétricas. (FARADAY, 1839-1855, p. 265, apud MARTINS, 2004, p. 525).
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O acoplamento magnético feito por meio do nicleo de ferro otimiza a transferéncia de
energia de uma bobina para outra. Contudo, mesmo que ndo exista uma estrutura sélida
ferromagnética, a interagdo entre as bobinas ocorre. E evidente que a magnitude dessa
interacdo sera menor e a transferéncia de energia entre as bobinas ndo ocorre de forma
otimizada. Entre o final do século XIX e inicio do século XX, Nikola Tesla propds a transferéncia
de energia utilizando o ar como acoplador magnético entre duas bobina, e utilizou a técnica de
ressonancia entre as bobinas, de modo a permitir o aumento da eficiéncia e do ganho de tensao.
De acordo com Hui, Zhong e Lee (2014), devido a proximidade entre as duas bobinas, a
implementac¢do de um capacitor é Util para compensar a dispersao indutiva entre as bobinas.

Figura 2 — Esquema de Nikola Tesla de arranjo para transferéncia de energia sem fio
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Fonte: REHMAN; BAHARUDIN; NALLAGOWNDEN; ISLAN, 2018.

A figura acima é a representacdo esquematica do arranjo experimental feito por Tesla,
em 1914, em sua investigacdo acerca da técnica WPT (REHMAN; BAHARUDIN;
NALLAGOWNDEN; ISLAN, 2018). O intuito de apresentar essa contextualizagdo da aplicagdo da
técnica WPT é de reforgar a necessidade de se levar em conta as dimensdes das bobinas em
investigacOes experimentais, tanto sobre a autoindug¢do em um indutor quanto acerca da
indugdo mutua entre dois ou mais indutores.

2.0 problema de pesquisa

Nos livros diddaticos de Fisica Basica comumente adotados nos cursos de graduagao, na
grande area das ciéncias exatas e naturais e também nas engenharias, a abordagem tedrica do
fendbmeno eletromagnético da indugdo mutua entre dois indutores é realizada por meio de um
modelo matemadtico baseado em uma situacdo ideal. Para o caso no qual tais indutores
apresentem geometria cilindrica e estejam montados de maneira concéntrica (Figura 3), o
primeiro passo para deduzir a expressao que descreve a indutancia mutua é escrever o campo
magnético gerado por um solenoide externo. De modo a facilitar o entendimento do raciocinio
empregado para deduzirmos a expressao para a indutancia mutua, vamos definir as grandezas
que se referem ao solenoide externo com o nimero 1 no indice subscrito e, de forma andloga,
para o solenoide interno o nimero 2 como indice subscrito. Considerando o modelo ideal para
esse campo, temos:

(1)

B1 =nyuyiq
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Nessa equagdo, nq, i, € [1 sdo respectivamente o nimero de espiras por unidade de
comprimento, a permeabilidade magnética do vacuo e a corrente elétrica que flui pelas espiras
do solenoide externo.

Figura 3 — Solenoides concéntricos
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Fonte: Os autores.

O passo seguinte € calcular o fluxo magnético total gerado pelo campo magnético do
solenoide externo (B 1) que atravessa a area delimitada pelas espiras do solenoide interno:

N, Fr N;N
Ed A
1Nz . 1Nz .
g, = N, [[B;-nday = —uovf f rdrdf = Hol Az
Ly Ly
0 0 .
. ~ . d(sz p ;

Lembrando que a Lei de Indugdo de Faraday é: £, = — € possivel mostrar que a
indutancia mutua entre dois solenoides concéntricos pode ser calculada por meio da seguinte
expressao:

N1NauyAz
My, = L—lo ) (2)

Nessa equagao, o Mz, é entendido como sendo a indutancia mitua entre o solenoide
externo (1) e ointerno (2). E evidente que M1, = M3, todavia, a sequéncia dos indices no simbolo
da indutancia mutua esta relacionada com a indica¢do de qual solenoide esta gerando o campo
magnético cuja varia¢do de fluxo em relagdo ao tempo excitard a inducdo da forga eletromotriz
no outro solenoide. No nosso caso, o campo magnético gerado pelo solenoide externo é que
excitara a indugdo da forga eletromotriz nos terminais do solenoide interno.

Contudo, os requisitos do modelo expresso pela equagdo (2) ndo sdo atendidos quando a

implementagdo experimental é realizada. Essa assertiva é sustentada pelo fato observado no
ambito dos laboratérios didaticos de fisica que, comumente, apresentam caréncia de arranjos
experimentais e, por conseguinte, se torna necessaria a construgao destes aparatos — seja pelo
professor ou pelos alunos — para exploragdo de algum conteldo. Na figura 4, abaixo, estdo
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expostos os solenoides construidos pelos estudantes da disciplina de Eletricidade e Magnetismo
para o estudo da inducdo mutua (Figura 4).

Figura 4 — Solenoides concéntricos.

(a) Vista de perfil (b) Vista superior

Fonte: Os autores.

Ao submeter o solenoide interno a variacao do fluxo do campo magnético gerado pelo
solenoide externo (que esta conectado a fonte, cuja corrente elétrica é de natureza alternada),
a forga eletromotriz induzida mensurada em seus terminais apresenta uma discrepancia
relevante em relagdo aquela prevista pelo modelo tedrico, expresso pela equagdo (2).

Fundamentados nessa observagao, podemos consubstanciar o problema de pesquisa por
meio da seguinte questdo: Qual adequagdo pode ser realizada no modelo matematico que
descreva a indutdancia mutua entre dois solenoides concéntricos e que propicie melhor
concordancia entre os valores da for¢a eletromotriz induzida prevista pelo modelo e seu valor
medido experimentalmente?

Partindo da questdo-problema apresentada, o objetivo deste trabalho é a busca de uma
expressao matemadtica que descreva a indutancia mutua entre dois solenoides reais e
concéntricos e, por conseguinte, validar essa expressdo por meio da observacdo experimental
da forga eletromotriz induzida prevista por meio do modelo proposto.

3.Percurso metodoldgico

Para atingir os objetivos descritos, a metodologia empregada nesta pesquisa, que é de
carater experimental, valeu-se de uma abordagem dedutiva no estudo do modelo matemiatico
para a definicdo da indutancia matua, e de uma abordagem indutiva para investigar a adequacdo
do modelo tedrico, partindo da analise dos dados da mensuracéo da forcga eletromotriz induzida,
por meio de experimentagdo. De fato, de acordo com Fachin (2005), “ha uma reciprocidade
entre os métodos indutivo e dedutivo”. Portanto, no percurso metodolégico de uma
investigacdo, é possivel valer-se de ambos os métodos.
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Destarte, para a embasar a necessidade de reescrever o modelo matematico da
indutancia mutua, foi delineado um processo experimental com o intuito de medir a forca
eletromotriz induzida em um dos solenoides e confronta-la com a previsdao do modelo tedrico
ideal, que é aquele que considera os solenoides como ideais (com seu comprimento muito maior
do que seu raio). Tal processo foi executado por meio de um arranjo experimental (Figura 4)
constituido por um gerador de fungdo (A), que opera como uma fonte de tensdo elétrica
alternada, solenoides concéntricos (C) e dois multimetros: um deles (B) realizando a
mensuracdo da corrente elétrica que flui pelo solenoide externo e o outro (D) mensurando a
forca eletromotriz induzida nos terminais do solenoide interno.

Figura 5 — Arranjo experimental

Fonte: Os autores.

Os parametros que caracterizam os solenoides usados neste trabalho estdo expostos no
quadro 1, a seguir:

Quadro 1 - Caracteristicas dos solenoides

Solenoide 1 (Externo) Solenoide 2 (Interno)

N = 150 espiras N = 50 espiras

R, = (3,80+0,02)-102m R, = (1,00 £ 0,02) - 102 m

A, = (4,540 + 0,006) - 1073 m? A, = (3,140 + 0,001) - 10~* m?
L, = (9,00 +0,05)-10"2m L, = (3,00 + 0,05) - 102 m

Fonte: Os autores.

As medidas do comprimento e do didmetro dos solenoides foram obtidas por meio de um
paquimetro.

A forga eletromotriz induzida nos terminais do solenoide interno (indice 2) pode ser
prevista pela expressao:

di
& =—My, ﬁ: (3)

Nessa equagdo, &, e i; sdo, respectivamente, a forca eletromotriz induzida no solenoide
interno e a corrente que flui pelo solenoide externo (indice 1). Considerando que a corrente
elétrica fornecida pelo gerador de fung¢do é descrita por uma fung¢dao harmonica:

(4)

iy = lymaxsen(wt),
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Assim, calculando-se a média quadratica em um ciclo completo da poténcia dissipada pela
resisténcia 6hmica do fio que compde o solenoide, é possivel obter a forca eletromotriz eficaz
(ou tensdo elétrica eficaz) nos terminais do solenoide interno. O calculo de tal grandeza é
necessario, porque o que é medido pelo multimetro é a tensdo elétrica eficaz (ou RMS - Rout
Mean Square). Dessa forma, a tensdo elétrica eficaz medida nos terminais do solenoide interno
é:

E2Eficaz = MlzwilEficaz (5)

Partindo da medida da tensao elétrica eficaz, realizada por meio do multimetro, é possivel
calcular a discrepancia entre esse valor e aquele obtido por meio da equacdo (5), cuja indutancia
mutua M, foi obtida levando-se em conta o modelo ideal para os solenoides, expressa pela
equacado (2). Essa discrepancia serviu como alicerce para a reflexdo acerca da maneira pela qual
a expressao da indutancia mutua poderia ser reescrita de modo que a diferenca entre os
resultados experimentais e os previstos pelo modelo pudesse ser menor. As proposicées que
embasaram o processo dedutivo para a obtencdo da nova expressdo da indutancia mdutua
foram:

e O campo magnético no interior do solenoide é fungdo tanto da distancia do seu
eixo de simetria (r) como da coordenada sobre o mesmo eixo (z), ou seja,
B(r, z);

e Como hd uma variagdo do campo magnético ao longo do eixo de simetria e ao
longo da direcdo radial, a taxa de variacdo em relacdo ao tempo do fluxo
magnético no interior do solenoide foi definida como a taxa de variagdo em
relacdo ao tempo do fluxo magnético médio no volume delimitado pelo
solenoide.

Com base no método dedutivo, o modelo matematico para a indutancia mutua para dois
solenoides concéntricos foi expresso em termos dos seus parametros geométricos (raio e
comprimento). Os resultados obtidos por meio deste modelo foram postos em confronto com
aqueles obtidos por meio do modelo ideal para avaliarmos o quanto tal modelo melhorou a
estimativa da forca eletromotriz induzida.

4.Resultados e discussoes

Nesta secdo, sera apresentado e discutido o modelo matematico proposto para o célculo
da indutancia mutua entre dois solenoides reais concéntricos, como também serd apresentada
a analise dos dados obtidos por meio do arranjo experimental utilizado. Visando deixar mais
claro e intuitivo o raciocinio empregado para a elaboragdo do modelo matematico, a figura 5, a
seguir, expde o esquema de um solenoide real, representando o solenoide externo. Além disso,
também esta representado na figura o sistema de coordenadas pelo qual foram escritos os
vetores de posicdo para o calculo do campo magnético.
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Figura 5: Modelo geométrico para um solenoide finito

z

Fonte: Os autores.

5
Pela simetria do problema, podemos escrever o vetor que localiza o ponto do espago (1),
no qual o campo magnético serd calculado e o vetor que localiza o elemento infinitesimal de
-
comprimento (") em coordenadas cilindricas. Portanto:

A

r=rp+zk (6)

2= Rp+ 2k (7)
R=T—7'=(—Rp+@z—2)k (8)
dl = Rd69 (©)

Lembrando que a Lei de Biot-Savart pode ser escrita em termos dos parametros
apresentados acima, obtemos:

- =

o idIXR
4T |:R

dB, (10)

3

Substituindo as equacdes (8) e (9) em (10) é possivel mostrar que o campo magnético
escrito em coordenadas cilindricas é dados por:

- . N
_ NypoAiihR; 1 [ z—Lq z ]

By 2L, (r=Ry) |V (r—R1)%2+(z—L,)? B J(@r—R;)%2+22 (11)

Perceba que o campor é definido para cada valor da coordenada r (distancia entre o ponto
de interesse para o valor campo magnético e o eixo de simetria) e da coordenada z (que define
a altura em relagdo a uma das bases do solenoide). A expressao para calcular o fluxo magnético
que atravessa a area do solenoide interno é dada por:

¢BZ = szf B1 . ‘;Lda (12)
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A
onde N, n e da sao, respectivamente, o nimero de espiras do solenoide interno, o versor
perpendicular a drea delimitada pelas espiras desse solenoide e o elemento infinitesimal de

area.
_ NiNppgR1Aqiy
g, (1,2) = BT f(z,1), (13)
em que
z—L,q z

(14)

1
fer) = (r-Ry) |[JT—RD2+(z-11)?  J(—R)?*+72

Esta evidente que para cada valor dos parametros r e z, haverd um valor para o fluxo
magnético. Portanto, aplicando a segunda prerrogativa indicada no percurso metodoldgico,
vamos definir o fluxo magnético médio no volume do solenoide interno como:

g, =+ JIf @, (r,2)dV (15)

Como a regido de interesse é o volume delimitado pelo solenoide interno, entdo, os
limites de integracdo da equagdo (15) referem-se ao seu comprimento e raio. Contudo, foi
percebido que, operando a integracdo em relagdo a coordenada radial e configurando o limite
superior para uma fracdo do valor do raio do solenoide interno, propiciou-se uma discrepancia
menor entre o valor previsto e o observado. Por conseguinte, partindo-se desta constatacao
experimental, os limites de integracdo podem ser escritos da seguinte forma (equacgdo 17):

. _ NiNapgR1A1 0
Pp, = 2Ly Ly A, (16)
onde,
AR 2
F=[" fzzif I3 T f @ ryrdfdzdr (17)

A figura 6, que segue, tem o intuito de proporcionar uma melhor visualizacado dos limites
de integracdo da equacgao anterior.

Figura 6: Representacdo dos pard@metros de integragdo
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Fonte: Os autores.
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Pelo fato de os solenoides estarem jungidos concentricamente, os limites superior e
inferior da integracdo ao longo do comprimento podem ser escritos como:

z; = %(Ll —Ly) (18)

Zp = %(L1 + L) (19)

Apds executar a integracdo com respeito ao comprimento, a expressao resultante foi
expandida em série de poténcia e truncada ao primeiro termo. Esse procedimento visou
simplificar a expressdo final que descreve a indutdncia mutua, com vistas a facilitar a
manipulacdo algébrica ao aplica-la, posteriormente, a regra de propagacdo das incertezas das
medidas diretas para a indutancia mutua.

Com respeito a integracdo do primeiro termo da série em relacdo ao parametro radial,
vale destacar novamente que o limite superior foi definido como sendo uma fragdo (A) do valor
do raio do solenoide interno. Os dados observados para a forca eletromotriz induzida nos
terminais desse solenoide apresentaram pequena discrepancia para certa fragcdo do valor do
raio. Isso pode ser explicado pelo fato de as linhas de campo magnético serem mais uniformes
préoximo ao centro do solenoide.

— NiNppods
4L, L, A,

(V@ + L2+ 4RF = (L — L))" + 4R7) 2R3iy  (20)

Para os solenoides usados neste trabalho, o valor da fracdo do raio do solenoide interno
que propiciou menor valor para a discrepancia foi de: A = 0,389. Esse valor representa
aproximadamente a metade do raio do solenoide interno.

A taxa de variacdo em relagdo ao tempo do fluxo magnético definido pela equagdo (22)
gera a forc¢a eletromotriz induzida no solenoide interno, em acordo com a Lei de Indugdo de

Faraday:
& = _d% (22)
g =— [—N;L’j;';‘il ( J (Ly + L)% + 4R} — J (Ly = Lp)? + 4R%) AZR%] )
Na qual a grandeza entre os colchetes representa a indutancia mutua (M12) dos solenoides.
My = S ([ 1,)2 + 4RE = (L — L)% + 4RE) 2R3 (24)

Aplicando os pardmetros que caracterizam os solenoides apresentados no Quadro 1,
temos que, para este arranjo, o valor obtido para a indutancia mutua é:

M = (27,10 + 0,34) uH.

Os dados experimentais coletados e os resultados previstos em conjunto com suas
respectivas incertezas, tanto as associadas a corrente elétrica, que flui pelo solenoide externo,
quanto aquelas associadas a forga eletromotriz induzida no solenoide interno, calculados por
meio das equacdes (2), (5) e (23), estdo expostos no quadro abaixo:
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Quadro 2: Dados observados e previstos para a forca eletromotriz do solenoide interno
Modelo Proposto Modelo Ideal Observado
i(A) &i (A) € (V) 8€ (V) € (V) 8€ (V) € (V) 8¢ (V)
4,88E-02 3,71E-04 1,66E-02 1,49E-04 2,02E-02 1,47E-03 1,67E-02 9,02E-05
4,86E-02 3,69E-04 1,81E-02 1,63E-04 2,21E-02 1,60E-03 1,83E-02 9,78E-05
4,83E-02 3,68E-04 1,97E-02 1,77E-04 2,40E-02 1,74E-03 1,99E-02 1,05E-04
4,81E-02 3,66E-04 2,12E-02 1,91E-04 2,59E-02 1,88E-03 2,14E-02 1,13E-04
4,79E-02  3,64E-04 2,27E-02 2,05E-04 2,77E-02 2,01E-03 2,29E-02 1,20E-04
4,74E-02 3,60E-04 2,41E-02 2,17E-04 2,94E-02 2,13E-03 2,43E-02 1,27E-04
4,71E-02  3,59E-04 2,56E-02 2,30E-04 3,12E-02 2,26E-03 2,58E-02 1,34E-04
4,68E-02 3,56E-04 2,70E-02 2,43E-04 3,29E-02 2,39E-03 2,72E-02 1,41E-04
4,65E-02 3,54E-04 2,84E-02 2,56E-04 3,46E-02 2,51E-03 2,86E-02 1,47E-04
4,62E-02 3,52E-04 2,98E-02 2,68E-04 3,63E-02 2,63E-03 3,00E-02 1,54E-04
4,59E-02 3,50E-04 3,12E-02 2,81E-04 3,79E-02 2,75E-03 3,14E-02 1,61E-04
4,50E-02 3,43E-04 3,44E-02 3,10E-04 4,19E-02 3,04E-03 3,47E-02 1,76E-04
4,41E-02 3,37E-04 3,75E-02 3,38E-04 4,56E-02 3,31E-03 3,78E-02 1,91E-04
4,32E-02 3,30E-04 4,03E-02 3,64E-04 4,91E-02 3,57E-03 4,07E-02 2,05E-04
4,23E-02  3,23E-04 4,30E-02 3,88E-04 5,24E-02 3,81E-03 4,34E-02 2,18E-04
4,03E-02 3,08E-04 4,79E-02 4,33E-04 5,83E-02 4,23E-03 4,83E-02 2,42E-04
3,84E-02 2,94E-04 5,21E-02 4,71E-04 6,34E-02 4,61E-03 5,25E-02 2,62E-04
3,65E-02 2,80E-04 5,57E-02 5,04E-04 6,78E-02 4,92E-03 5,61E-02 2,79E-04
3,46E-02 2,66E-04 5,88E-02 5,33E-04 7,16E-02 5,20E-03 5,92E-02 8,97E-03
Fonte: Os autores.

As colunas rotuladas de modelo proposto e modelo ideal sao os valores previstos pelos
modelos que descrevem a indutancia mutua expressos, respectivamente, pelas equacdes (2) e
(23). O intervalo de frequéncia a que o indutor externo foi submetido teve como critério de
selecdo atender a resolucdo do instrumento de medida utilizado para mensurar a tensdo elétrica
induzida no solenoide interno. De fato, de acordo com a Lei de Faraday, na equagdo (22), quanto
maior a taxa de variacdo do fluxo magnético, maior a forca eletromotriz induzida. Portanto,
guanto maior a frequéncia, maior a forga eletromotriz induzida.

Quadro 3: Comparagéo entre as incertezas propagadas e os erros experimentais

Modelo Proposto Modelo Ideal
6€ (V) Eass (V) E% 6€ (V) Enss (V) E%
1,49E-04 1,31E-04 0,78% 1,47E-03  3,48E-03  20,82%
1,63E-04  1,45E-04 0,79% 1,60E-03  3,81E-03  20,82%
1,77e-04  1,57E-04 0,79% 1,74E-03  4,13E-03  20,82%
1,91E-04  1,69E-04 0,79% 1,88E-03  4,45E-03  20,82%
2,05E-04  1,82E-04 0,80% 2,01E-03  4,77E-03  20,81%
2,17E-04  1,80E-04 0,74% 2,13E-03  5,07E-03  20,88%
2,30E-04  1,90E-04 0,74% 2,26E-03  5,38E-03  20,88%
2,43E-04  2,02E-04 0,74% 2,39E-03 5,68E-03 20,87%
2,56E-04  2,13E-04 0,75% 2,51E-03 598E-03  20,87%
2,68E-04  2,27E-04 0,76% 2,63E-03  6,26E-03  20,86%
2,81E-04  2,38E-04 0,76% 2,75E-03  6,55E-03  20,86%
3,10E-04  2,68E-04 0,77% 3,04E-03  7,22E-03  20,84%
3,38E-04  2,96E-04 0,78% 3,31E-03  7,86E-03  20,82%
3,64E-04  3,22E-04 0,79% 3,57E-03  8,46E-03  20,82%
3,88E-04  3,45E-04 0,79% 3,81E-03  9,03E-03  20,81%
4,33E-04  3,90E-04 0,81% 4,23E-03  1,00E-02  20,80%
4,71E-04  3,64E-04 0,69% 4,61E-03  1,10E-02  20,93%
5,04E-04  3,89E-04 0,69% 4,92E-03  1,17E-02  20,93%
5,33E-04  4,19E-04 0,71% 5,20E-03  1,24E-02  20,92%

Fonte: Os autores.
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O erro absoluto (Eass) e o erro percentual (E%) foram calculados considerando como
valor de referéncia aquele que foi mensurado. Confrontando os resultados expressos na coluna
da incerteza instrumental propagada (6€) com a do erro absoluto, fica bastante evidente o
guanto o modelo para o célculo da indutancia mutua descrito pela equacgdo (23) propiciou uma
concordancia entre os dados observados e os previstos para a tensao induzida no solenoide
interno, contribuindo, dessa forma, para a queda proeminente na discrepancia entre esses
valores. Outra informacdo que vale a pena destacar é com respeito a comparagao entre o erro
absoluto e a incerteza instrumental propagada para cada um dos modelos: em ambos, é
perceptivel que o erro absoluto é maior do que a incerteza instrumental propagada, o que nos
leva a concluir que as discrepancias obtidas ndo podem ser completamente explicadas pela
incerteza dos instrumentos utilizados. Contudo, estd bem evidente que a diferenca entre a
incerteza propagada e o erro absoluto é bem menor para o modelo proposto que para o modelo
ideal, como exposto no Quadro 4.

Quadro 4: Diferenga entre as incertezas propagadas e o erros experimentais

Modelo Proposto Modelo Ideal
6€ - Enes (V) 6€ - Enss (V)
1,80E-05 1,02E-03
1,80E-05 1,23E-03
2,00E-05 1,43E-03
2,20E-05 1,62E-03
2,30E-05 1,82E-03
3,70E-05 2,01E-03
4,00E-05 2,20E-03
4,10E-05 2,39E-03
4,30E-05 2,58E-03
4,10E-05 2,76E-03
4,30E-05 2,94E-03
4,20E-05 3,12E-03
4,20E-05 3,29E-03
4,20E-05 4,89E-03
4,30E-05 3,46E-03
4,30E-05 3,63E-03
1,07E-04 3,79E-03
1,15E-04 4,18E-03
1,14E-04 4,55E-03

Fonte: Os autores.

Para o caso do modelo ideal, com base em toda a discussao feita ao longo do trabalho,
a principal causa que podemos apontar para explicar os resultados obtidos é que tal modelo nao
leva em consideracdo, no célculo do campo magnético gerado pelo solenoide externo, o fato de
gue seus raios e os comprimentos apresentam a mesma ordem de magnitude. Ja para o caso do
modelo proposto, embora a discrepancia tenha sido reduzida de forma significativa, os dados
sugerem que ainda existem fontes de erros sistematicos. Da perspectiva dos requisitos que
fundamentaram a dedugdo do modelo, podemos apontar as seguintes causas: os solenoides ndo
estavam bem alinhados, de modo que os pontos que definem a metade dos seus comprimentos
ndo estavam coincidindo; e a auséncia de uma perfeita concentricidade. De todo modo, os
resultados mostraram-se bastante satisfatorios para aplicacGes daquele arranjo em atividades
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praticas, envolvendo o tema da indu¢do mutua entre solenoides concéntricos no dmbito do
laboratério didatico.

5.Consideracoes finais

Os resultados constatados fornecem fortes indicios de que o modelo matematico
deduzido para o célculo da indutdncia mutua entre dois solenoides concéntricos, com base nas
prerrogativas que fundamentaram sua deducdo, descreve satisfatoriamente o comportamento
do fendbmeno estudado. Ficou evidente que tais resultados dependeram fortemente da
definicdo da fracdo (A) do raio do solenoide interno no cdlculo da integral ao longo do pardmetro
radial. Essa constatacdo pode ser explicada sob a perspectiva das linhas de campo magnético do
solenoide externo, ja que tais linhas sao mais uniformes préximo ao centro comum dos
solenoides. E indubitavel que tal fragdo pode ser modificada de acordo com o conjunto de
solenoides concéntricos utilizado. Portanto, aqueles que tiverem o intuito de investigar o
fenbmeno da inducdo mutua entre dois solenoides jungidos de tal forma podem utilizar os
protocolos de execugdo apresentados neste trabalho, obedecendo ao seguinte procedimento:
com base nos dados observados para a forga eletromotriz induzida, define-se a fragcdo do raio
do solenoide interno de modo que as discrepancias entre os resultados experimentais e os
previstos pelo modelo sejam minimizadas. Essa definicdo pode ser encarada como uma
calibragdo do arranjo experimental e, por conseguinte, tal arranjo pode ser utilizado para
investigar outros fendmenos eletromagnéticos, nos quais a expressdao matematica que descreve
a indutancia mutua entre solenoides concéntricos, para casos ndo ideais, seja relevante.

Além disso, a investigacdo dos fen6menos de indugdo, por meio do arranjo experimental
proposto, pode ser realizada nos moldes da Atividade Experimental Problematizadora (APE)
discutida por Silva et al. (2021). Outrossim, é possivel aplicar tal arranjo para realizar uma
estimativa da permeabilidade magnética de materiais, bastando, para tanto, preencher o
interior dos solenoides com algum fluido e determinar a sua permeabilidade relativa ou
construir uma versdo com solenoides menores e preenché-los com limalha de ferro.
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