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RESUMO: Este artigo de cunho pratico-teorico trata do desenvolvimento da
formulacdo matematica dindmica da altura de um fluido que escoa por um orifi-
cio de saida num reservatorio cilindrico. O modelo que prevé o comportamento
da altura de fluidos em reservatorios pode ser muito Util para projeto e o contro-
le de tanques e reservatorios em plantas e processos da industria alimenticia e
de bebidas, quimica e petroguimica. O objetivo do presente trabalho é desen-
volver e validar experimentalmente o modelo néo linear que inclua a perda de
carga a partir de uma bancada experimental de laboratério. O modelo é dedu-
zido a partir dos principios da conservacdo de massa e da conservacdo da
energia. As equacfes sao programadas na forma de diagramas de blocos e as
simulacdes sao realizadas utilizando-se o toolbox Simulink, ferramenta de si-
mulacdo do software MatLab. Os resultados computacionais e experimentais
sdo comparados, validando-se o modelo e ilustrando-se a importancia de de-
terminacdo da perda de carga em orificios.

Palavras-chave: Dinamica de Fluidos; Matematica na Engenharia; Objeto
Educacional.

1 INTRODUCAO

Incorporar as nogdes de sentido e significado as situagdes de ensino e
aprendizagem da Matematica parece implicar uma questdo basica: como ensi-
nar e aprender Matematica, de modo que se torne importante para os estudan-
tes? Todavia, transformar questdes desse tipo em "estilos de pratica educativa"
pode ndo ser uma tarefa muito facil. Portanto neste trabalho busca-se a valida-
cdo experimental do modelo matematico que descreve a dindmica da altura do
fluido montado em uma bancada experimental, como forma de aplicar a mode-
lagem matematica de forma prética e indutiva.

No entanto utilizou-se um modelo n&o linear de primeira ordem deduzido
a partir do principio da conservagdo da massa e pelo principio da conservacao
de energia descrita pela equacédo de Bernoulli (BRUNETTI, 2008; SISSOM e
PITTS, 1988; MASSEY, 2002; YOUNG e FREEDMAN, 2008), a partir do qual
foi implementado um diagrama de blocos para simulagdo computacional, cujos
resultados foram comparados com os resultados experimentais.
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Além destes principios, foi adicionado ao modelo a constante perda de
carga causada pelo estreitamento brusco no orificio de saida do fluido e base-
ando-se na caracterizacdo similar a apresentada no manual de conexdes Tigre
(2014).

O campo de aplicagédo do escoamento de fluido tem grande aplicacéo
pratica, segundo Brunetti (2008), canais e condutos, a lubrificacéo, os esforcos
em garagem, os corpos flutuantes, as maquinas hidraulicas, a ventilagédo, a
aerodinamica e muitos outros assuntos lancam mao das leis da Mecanica dos
Fluidos para obter resultados de aplicagéo.

Este trabalho apresenta uma breve revisédo bibliografica com definicdes
e conceitos sobre mecénica dos fluidos na Sec¢do 2.1. Na Segé&o 2.2 apresenta-
se a bancada experimental, na qual obteve-se os dados e parametros para o
modelo e também os resultados experimentais para a comparagdo com a simu-
lacdo do modelo matematico. A Secdo 2.3 descreve a formulacdo e o desen-
volvimento do modelo matemético de 12 ordem que prevé o escoamento do
fluido, a Secdo 3 mostra os resultados obtidos na modelagem matematica e as
simulagbes computacionais, validados nos testes experimentais. Finalizando,
apresentam-se as conclusodes.

2 METODOLOGIA
2.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Esta secao trata do levantamento de alguns trabalhos publicados envol-
vendo a modelagem matematica bem como conceitos envolvendo a dinamica
de fluidos. Segundo Aguirre (2004), a Modelagem Matematica é a area do co-
nhecimento que estuda maneiras de implementar modelos mateméticos de
modelos reais, utilizando regras e etapas predefinidas.

Uma das técnicas utilizadas para a modelagem e que neste trabalho foi
utilizada é conhecida como modelagem caixa branca. Nesse método é neces-
sario conhecer bem o sistema com o qual se esta lidando, bem como as leis
fisicas que descrevem o sistema a ser modelado (AGUIRRE, 2004).

Para tanto se sabe que “um sistema pode ser definido como um conjunto
de objetos agrupados por uma interacdo ou interdependéncia, de modo que
existam relagbes de causa e efeito nos fendmenos que ocorrem com os ele-
mentos desse conjunto. Dessa forma, o sistema é dindmico quando algumas
grandezas que caracterizam seus objetos constituintes variam com o tempo”
(MONTEIRO, 2002).

Outra caracteristica relevante € que a maioria dos sistemas dinamicos
apresentam-se de forma néo linear, entretanto, sob determinadas condicdes, a
solucédo exata de uma equacao diferencial ndo linear nem sempre € possivel.
Segundo Monteiro (2002), o sistema né&o linear pode ser aproximado em torno
de seu ponto de equilibrio, por um sistema linear, processo chamado de linea-
rizacao.

Um sistema designa-se ndo-linear sempre que na sua constituicao inter-
venha pelo menos um componente ou um subsistema nao-linear (DOICO,
2011). Na dinamica da altura do fluido, o modelo se configura de primeira or-
dem e nao-linear caracterizado por um escoamento linear com perdas de car-
gas por friccéo, ou seja, a velocidade do fluido no centro € maior em relacdo as
proximidades das paredes.
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Entende-se por fluido um conjunto de moléculas que estao aleatoriamen-
te arranjadas e mantidas juntas por forcas coesivas fracas entre moléculas e
por forcas exercidas pelas paredes de um recipiente (SERWAY, 2012). Além
disso, € uma substancia que ndo tem uma forma propria, assume o formato do
recipiente (BRUNETTI, 2008, p.1) e sdo denominados liquidos e gases.

A forma de como o fluxo se comporta é denominado de escoamento que
sera turbulento quando o fluxo é irregular caracterizado por regides com pe-
guenos redemoinhos, e 0 escoamento sera laminar quando as particulas do
fluido ndo se cruzam, seguem uma trajetéria suave e sua velocidade em qual-
quer ponto permanece constante no tempo.

A propriedade que indica a maior e a menor dificuldade de o fluido esco-
ar é chamada de viscosidade que geralmente € utilizado no escoamento de
fluidos para caracterizar o grau de atrito interno do fluido (SERWAY, 2012). A
forca viscosa estd associada a duas camadas adjacentes do fluido que se
opdem ao movimento entre elas. Apesar de fisicamente ndo ocorrer, em muitos
casos por ser um efeito secundario, a viscosidade € considerada nula e com
isso admite-se que o escoamento nao possui perda de energia por atrito. Além
disso, admite-se que este fluido € incompreensivel, ou seja, seu volume nédo
varia com a mudanca de pressao, neste caso o fluido é dito ideal (BRUNETTI,
2008, p.10).

No escoamento h& perdas de cargas causadas por dissipacao viscosas.
Massey (2002) apresenta uma descricdo do problema da perda de carga em
um estreitamento brusco, entretanto neste trabalho adota-se a perda de carga
como uma perda de pressao considerando o coeficiente de perda de carga en-
contrado na ficha técnica de tubos e conexdes apresentada em Tigre (2014).

2.2 DESCRICAO DA BANCADA EXPERIMENTAL

O processo para a validacdo do modelo iniciou-se com a construgao de
uma bancada experimental composta por um reservatério de fluxo de formato
considerado aproximadamente cilindrico. Na parte inferior do recipiente tem-se
um orificio lateral de area A, por onde jorra a agua para fora para a coleta de
dados, de acordo com a Figura 1.

Figura 1: Bancada de testes: (a) desenho e (b) foto do recipiente utilizado.
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Fonte: elaborado pelos autores.
A altura do liquido (agua) foi monitorada através de marcacdes feitas no
recipiente e pela flmagem, com isso foi possivel retirar a cada segundo a altura
da camada de liquido conforme fotografia mostrada na Figura 2.

Figura 2: Fotografia do sistema de medicao da altura no teste experimental.

.‘.
¢
3’.
r‘

Fonte: elaborado pelos autores.

ApoOs a coleta dos dados, os mesmos foram processados para deixa-los
em forma de matrizes, dispondo a altura do fluido em funcéo do tempo, tornan-
do-os manipulaveis pelo software MatLab, onde foram armazenados em forma
de estrutura.

Para a construcdo dos diagramas de blocos e simulagcdo computacional
foi utilizando o toolbox Simulink, ferramenta de simulacdo do software MatLab,
com aplicacdo do método numérico Runge-Kutta de 42 ordem, com passo de
integracdo 10° e o periodo analisado em cada simulacdo de 10 segundos.

A Tabela 1 apresenta os principais valores dos parametros construtivos
e caracteristicos da bancada experimental utilizada na modelagem mateméatica
e validacdo experimental.

E importante destacar que esta bancada experimental serve de objeto
educacional para ensino de mecéanica dos fluidos em cursos de engenharia e
também para a contextualizacdo de aplicacdes de equacgles diferenciais ordi-
narias no ensino de matematica e célculo diferencial.
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Tabela 1 — Valores adotados para os parametros do modelo matematico da dindmica da altura
do fluido de acordo com a bancada da Figura 1.

Descricdo do parame- Nota-

tro c30 Valores Observacoes:
Altura inicial da coluna H 02997 m Determinado a partir da
do fluido ' medi¢do com régua.
Diametro médio do re- 027 m Determinado a partir da
e D , dica 5
servatorio medicao com regua..
Diametro da saida dz 0,016 m Determlpado a pgrtlr da
medicdo com régua.
Diametro da saida ds 0,022 m Determlpado a partir da
medicdo com régua.
Ace|eraga0 da gra\/ida_ 2 Valor adotado a pal’til’ da
de G 9.81 m/s referéncia Young (2008).

Coeficiente de perda de

! Ajustado por simulagdes
carga no estreitamento 4 computacionais
brusco P '
Vazio de entrada Gin 0 N&o ha vazdo de entrada no

teste experimental.

Fonte: elaborado pelos autores.
2.3 MODELAGEM MATEMATICA

O modelo matematico da dindmica da altura do fluido através da técnica
de modelagem caixa branca, a qual se usa das leis fisicas tem como objetivo
definir os parametros e variaveis que a envolvem para posteriormente deduzir a
equacao diferencial ordinaria de primeira ordem que demonstra o comporta-
mento do fluxo em relacao a altura do fluido.

Para a simplificacdo do modelo serdo consideradas as propriedades do
fluido ideal em regime permanente.

Pelo principio da conservacdo da massa, a diferenca entre a vazao que
entra (qin) € a vazao que sai (qout) € igual a variacdo do volume do reservatoério
em funcéo do tempo (dV/dt):

dv (1)
dt

Qin —Qou =

Substituindo (j:i_\t/ = A.h' na equacao (1), tem-se:
Qin = Goue = A", 2)
_ onde A; é a area do reservatorio e h é variacdo da altura do reservato-
" Pelo principio da conservagdo de energia descrita pela equacéo de Ber-
noulli (SEARS & ZEMANSKY, 2008): -

Pi +pghi +%pvi2 = cte
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Aplicando a equacéao de Bernoulli em uma das linhas de fluxo em dois
pontos distintos e considerando a perda de carga Ap, sendo uma nao lineari-

dade suave do sistema, tem-se:

1 1 4
pl+pgm+§wf=pz+p9h2+§pvz?+Ap “)

Sendo que Ap:%pvzzg“, enunciada de forma similar que em Tigre

(2014).
A equacéo (4) se resume em:

1 1 1
p1+p9h1+5pv12 = p, + pgh, +§p\/§ +§p\/§§

Utilizando as hipoteses: p, = p, = p,,, €a A >> A, entdo v, =0 tem-se a
equacao:

(5)
gh, =gh, +%V§ +%v22§ ©)

Subtraindo gh,em ambos os membros da igualdade e colocando os
termos comuns em evidéncia na equacao (6):

1 7
g(hl_hz):§V§(1+§) ( )
Substituindo h, —h, por h e isolando-se v,em (7) obtém-se:
J2gh? (8)
)
Sendo que a vazédo de saida é dada pela equacéo:
qout = V2A2 (9)
Substituindo (8) e (9) em (2) obtém-se:
J2gh’? (10)
Un = A y=AW
@+¢)?
Dividindo-se (10) por A
@h% 1 (11)

1 A2
h'+—= =0
A 1+¢)" A
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Como iw/Zg é definida uma constante k, e ————— é uma constante
A L+8) 2

k. do sistema, entdo:

(12)

k
hwfm%—iqm

c

A equacao (12) representa a equacao diferencial ordinaria nao-linear,
nao homogénea de primeira ordem que descreve a dinadmica da altura do flui-
do, considerando a perda de carga.

Desconsiderando a perda de carga no modelo j& demonstrado conclui-
se:

ek, h’% = 2 g, (43
A

3 RESULTADOS E ANALISE

Apresenta-se como resultado a simulagdo computacional da dinamica do
escoamento do fluido comparando com os testes experimentais. As simula¢cdes
computacionais foram realizadas no toolbox Simulink, do software MatLab, com
scripts de programacao m-file (i.e., extensdo *.m) e o diagrama de blocos da
Figura 3, considerando perda de carga e da figura 4 desconsiderando a perda
de carga, utilizando-se o método de integracdo Runge-Kutta de 42 ordem, com
passo de integracdo 10° e o tempo de amostragem igual ao da captura dos
dados experimentais.

Figura 3: Diagrama de blocos para simulagdo com perda de carga.

qin = ! hj

Vazdo de Entrads Ares Supericr Altura

do Reservatério

Coeficiente de Constante
Perda de Cargs

Fonte: elaborado pelos autores.
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Figura 4: Diagrama de blocos para simulacédo sem perda de carga.
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Fonte: elaborado pelos autores.

Os resultados das simulacdes computacionais e dos testes experimen-
tais com o orificio de saida de diametro de 22 mm sdo comparados na Figura
5. Note que sem a néo linearidade da perda de carga no orificio de saida, a
velocidade tedrica do fluido da saida seria maior e a altura do fluido seria mais
baixa no mesmo instante de tempo. Entretanto a perda de carga que ocorre no
sistema dinamico real tem o efeito de atraso no tempo da dindmica da altura do
fluido no reservatoério. Tal ndo linearidade de perda de perda de carga foi inclu-
ida com sucesso no modelo matematico desenvolvido e permitiu a validagao
experimental, sendo portanto muito importante na modelagem matematica para
previsdo do comportamento da altura do fluido.

Figura 5: Gréafico comparativo da validacdo experimental do modelo do comportamento para
didmetro do orificio de saida igual a 22 mm, com e sem perda de carga.
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Fonte: elaborado pelos autores.
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Na Figura 6 sdo apresentados os graficos comparativos dos resultados
das simulacbes computacionais e dos testes experimentais com o orificio de
saida de diametro de 16 mm. Nota-se que quanto menor o didmetro do orificio
de saida, maior é o valor da perda de carga. Pode-se assim determinar o coefi-
ciente de perda de carga para cada diametro do orificio de saida.

Figura 6: Gréafico comparativo da validacdo experimental do modelo do comportamento para
didmetro do orificio de saida igual a 16 mm, com e sem perda de carga.
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Fonte: elaborado pelos autores.

O ¢ é ajustado conforme a area de estreitamento da saida, observando
gue quanto maior a area de saida menor o valor de ¢ . Para simulacao da figura
5o valorde £ é0,7,jAnafigura6 o ¢ é 1. Assim pode-se obter uma relacéo
entre a area de vazao e a constante ¢ que pode ser estabelecido para outros
didmetros por interpolacéo.

4 CONCLUSOES

Neste trabalho desenvolveu-se a formulacdo matematica para o modelo
dindmico do comportamento da altura de um fluido num reservatorio. A maior
contribui¢do foi a inclusdo da néo linearidade da perda de carga em orificios na
modelagem e a validacdo experimental numa bancada de testes em laborato-
rio. Os resultados obtidos na simulagdo computacional em comparagdo com 0s
resultados dos testes experimentais ilustram as caracteristicas do modelo de-
senvolvido e a importancia da inclusdo da néo linearidade da perda de carga
em orificios de saida. O trabalho também contribui para o ensino de fenbmenos
de engenharia com a utilizacdo da modelagem matematica, tornando a apren-
dizagem mais significativa para os estudantes. Trabalhos futuros preveem a
utilizacdo do modelo desenvolvido em estratégias de controle aplicado a plan-
tas de processos com fluidos.

URI, 10-12 de junho de 2015.



Il CIECITEC Santo Angelo — RS — Brasil

5 REFERENCIAS

AGUIRRE, L. A. Introducéo a ldentificacdo de Sistemas: Técnicas Lineares
e Nao-Lineares Aplicadas a Sistemas Reais. 2. ed. Belo Horizonte: UFMG,
2004

MONTEIRO, L. H. A. Sistemas Dinamicos. Sao Paulo: Livraria da Fisica,
2002.

BRUNETTI, F. Mecéanica dos fluidos. 2. ed. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall,
2008.

SEARS; ZEMANSKY. Fisica, volume 2. 12. ed. Sdo Paulo: Pearson, 2008.

SISSOM, L. E.; PITTS, D. R. Fendbmenos de Transporte. Rio de Janeiro:
Guanabara, 1988.

MASSEY, B. S. Mecanica dos fluidos. Lisboa: Fundacédo Calouste Gulben-
kian, 2002.

YOUNG, H. D.; FREEDMAN, R.A. Fisica Il: Termodinamica e ondas. 12. ed.
Sao Paulo: Pearson, 2008.

DOICO, C. M. Dinamica de um pulverizador torre com suspenséo veicular:
um enfoque do método de média. 2011. 79 f. Dissertacédo (Programa de Pos-
Graduacdo em Modelagem Matemética — Mestrado) — Universidade Regional
do Noroeste do Estado do Rio Grande do Sul, ljui, 2011.

TIGRE. Ficha Técnica Tigre Tubos e Conex8es. Disponivel em:
<http://www.tigre.com.br/pt/download_ficha.php?tipo_arg=linha&file=linha_278.
pdf>. Acesso em: 01 set. 2014.

URI, 10-12 de junho de 2015.



